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Uvod
Matematika je jedan od najomrazˇenijih predmeta u sˇkolama u Hrvatskoj. Postoji mnogo
razloga za to. Mnogi govore da je toliko neomiljena medu ucˇenicima jer ne mogu jed-
nostavno sjesti i nasˇtrebati za test. Je li to uistinu tako? Zar stvarno vec´ina nasˇih ucˇenika
nema sposobnosti savladavanja matematicˇkih problema i primjene logicˇkog misˇljenja i za-
kljucˇivanja? Ako je tako, zasˇto je tako? Postoji mnogo pitanja koja bi se o ovoj temi mogla
postaviti, ali mozˇda najbitnije od svih je pitanje: ”Sˇto bismo mogli napraviti da se stvari
promijene?”
U sˇkolama u Hrvatskoj i danas prevladava tradicionalna nastava matematike. Ona je
cˇesto ogranicˇena nastavnim planom i programom te skoncentrirana na njegovu realiza-
ciju. Obiljezˇja su joj i jasno odijeljene nastavne cjeline, teme i jedinice, slabije povezi-
vanje usvojenih znanja, vjesˇtina i sposobnosti, kao i nekoreliranost s drugim predmetima.
Jedno od glavnih obiljezˇja tradicionalne nastava matematike je frontalna nastava u koju
su ucˇenici cˇesto ukljucˇeni kao pasivni promatracˇi, dok nastavnik ima dominantnu ulogu.
Takoder, prevladava individualni rad ucˇenika koji se cˇesto svodi na rjesˇavanje zadataka
iz udzˇbenika. Ti zadaci najcˇesˇc´e su zatvorenog tipa, s jedinstvenim rjesˇenjem i zadanom
tehnikom rjesˇavanja. U nastavi nedostaje zadataka otvorenog i problemskog tipa za cˇije
rjesˇavanje bi ucˇenici trebali samostalno izabrati metodu. Isto tako, zadaci ucˇestalo nisu
povezani s realnim svijetom, zˇivotom i pravim problemima. (Prema [7])
Ova obiljezˇja nastave zapravo uvelike utjecˇu i na rezultate PISA i TIMSS istrazˇivanja.
PISA i TIMSS bave se evaluacijom obrazovnih sustava drzˇava svijeta kroz ispite znanja i
vjesˇtina ucˇenika. Njihovi ispiti zapravo ne ispituju ucˇenike sˇto su naucˇili nego kako koliko
su to u stanju primijeniti. Zapravo, rezultati nasˇih ucˇenika su prilicˇno porazˇavajuc´i. Ono
sˇto je bitno naglasiti je da ucˇenici u gospodarski razvijenim zemljama uglavnom postizˇu
bolje rezultate na ovim testovima. (Prema [1])
Rijetko se u nasˇim sˇkolama javlja timski rad ucˇenika, a jedini pravi projektni zadatak je
maturalni rad. Takoder, nastava je koncentrirana na realizaciju materijalnih i dijela funk-
cionalnih zadac´a nastave. Nastava matematike najcˇesˇc´e se svodi na uvjezˇbavanje tehnika
za rjesˇavanje zadataka. Ona rijetko izlazi iz okvira uskih matematicˇkih sadrzˇaja, a gotovo
nikad ne izlazi iz okvira sˇkolske matematike. (Prema [8])
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Razmislimo li malo bolje, uocˇit c´emo da ovakav oblik nastave ne pogoduje razvoju ma-
tematicˇke kompetencije ni ostvarenju opc´ih ciljeva matematicˇkog obrazovanja. Ucˇenici
cˇesto nemaju priliku argumentirati svoje zakljucˇke, rjesˇavati probleme pomoc´u matema-
tike niti modelirati probleme. Tako se kod ucˇenika ne javlja pozitivan stav prema mate-
matici, a izostaje i odgovornost za vlastiti napredak u matematici. Zbog toga ne mozˇemo
rec´i da ucˇenici na nastavi matematike razvijaju vjesˇtine i sposobnosti logicˇkog misˇljenja,
zakljucˇivanja i generaliziranja. (Prema [8])
Nasuprot tradicionalnoj nastavi matematike stoji suvremena nastava matematike obicˇno
opisana sintagmom: Nastava orijentirana ucˇenicima. Ona podrazumijeva orijentiranost
ucˇenicima, partnerski odnos ucˇenika i nastavnika (s dominantnom ucˇenicˇkom, a ne nas-
tavnicˇkom aktivnosti), otvorenost prema problemskim situacijama i zadacima, povezanost
s drugim podrucˇjima znanosti i ljudske djelatnosti, te stvaranje matematicˇkih kompeten-
cija. Obiljezˇja su joj i suradnicˇko-timski rad te razvoj organizacijskih i komunikacijskih
kompetencija ucˇenika. Takva nastava matematike realizira se kroz razlicˇite aktivnosti u ko-
jima ucˇenici samostalno otkrivaju matematicˇke koncepte i zakonitosti. Pri tome, oni imaju
priliku argumentirati svoje zakljucˇke, komunicirati s drugim ucˇenicima, razvijati logicˇko
misˇljenje, ali i stec´i pozitivan stav prema matematici. (Prema [7])
U ovom radu nac´i c´e se desetak tema iz osnovnosˇkolske i srednjosˇkolske geometrije i ak-
tivnosti prikladne za njihovu obradu. Te aktivnosti nude ucˇenicima priliku da na zanimljiv
nacˇin sami otkriju neke matematicˇke zakonitosti, da komuniciraju svoje ideje i da kao ak-
tivni sudionici u nastavi steknu matematicˇke kompetencije.
Poglavlje 1
Planimetrija
1.1 Zbroj mjera unutrasˇnjih kutova trokuta
Aktivnost 1: Rezˇimo i lijepimo
U sˇestom razredu osnovne sˇkole ucˇenici saznaju da je zbroj velicˇina svih unutrasˇnjih kutova
trokuta jednak 180◦. Do ovog saznanja ucˇenici mogu doc´i samostalno navodeni nastavni-
kovim uputstvima. U nastavku je prikazan prijedlog aktivnosti kojom ucˇenici otkrivaju ovu
pravilnost. (Prema [10])
Prije same aktivnosti mozˇe se ucˇenicima zadati neki zadatak iz realnog konteksta.
Motivacija
Na slici 1.1 se nalazi bokocrt kuc´e. Rogovi zatvaraju kut od 94◦, a s horizontalnom gredom
zatvaraju kutove jednake velicˇine. Koliki je kut sˇto ga zatvara rog s horizontalnom drvenom
gredom? Do rjesˇenja treba doc´i bez pribora za mjerenje.
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Slika 1.1: Motivacija
Nastavnik postavlja ucˇenicima neka pitanja o zadatku.
• Imate li ideje za rjesˇavanje zadatka?
• Matematicˇki gledano, sˇto slika zapravo prikazuje?
• Koji podaci su nam poznati?
• Sˇto trebamo otkriti?
• Imamo li dovoljno podataka za rjesˇavanje zadatka?
• Mozˇe li se ovaj zadatak uopc´e rijesˇiti?
Ucˇenici c´e uocˇiti da se na slici nalazi trokut kojemu je jedan kut mjere 94◦, a preostala dva
su sukladna. Primijetit c´e da zapravo trebaju otkriti mjeru tog kuta, no nec´e znati imaju li
dovoljno podataka za rjesˇavanje ni je li zadatak uopc´e rjesˇiv. Dok ucˇenici odgovaraju na
pitanja, nastavnik na plocˇu crta sliku koja opisuje matematicˇki problem. Crta trokut kada
oni uocˇe trokut na bokocrtu. Oznacˇava kut od 94◦, te sukladne kutove oznacˇi s α (slika
1.2). Tada im kazˇe da c´e danas na matematici otkriti kako mozˇemo rijesˇiti ovaj problem.
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Slika 1.2: Apstrahiranje
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e otkriti koliki je zbroj velicˇina unutarnjih kutova trokuta.
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
Nastavna metoda: metoda dijaloga, heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: izrezani trokuti za svaku skupinu ucˇenika, sˇkare, ljepilo
Detaljan tijek:
Na pocˇetku sata nastavnik podijeli razred u skupine. Svakoj skupini daje trokut, vodec´i
racˇuna o tome da su zastupljene sve vrste trokuta s obzirom na duljine stranica i velicˇine
kutova, te nastavni listic´ na kojemu su zapisane upute za ucˇenike.
1. Bojicama obojite unutarnje kutove dobivenoga trokuta (svaki kut drugom bojom)
2. U biljezˇnicu nacrtajte pravac p i na njemu tocˇku V .
3. Unutar dobivenoga trokuta nacrtajte tocˇku T .
4. Na svakoj od stranica trokuta odaberite po jednu tocˇku (bilo koju osim vrhova tro-
kuta).
5. Nacrtajte duzˇine koje spajaju tocˇku T s te tri tocˇke.
6. Izrezˇite trokut po nacrtanim duzˇinama.
7. Dobivene dijelove zalijepite u svoje biljezˇnice tako da sva tri obojena kuta imaju vrh
u tocˇki V , da se jedan krak prvog kuta sˇto ga lijepite u biljezˇnicu poklapa s pravcem
p te da se jedan krak prvog nalijepljenog kuta podudara s jednim krakom drugog
nalijepljenog kuta, a jedan krak drugog nalijepljenog kuta s jednim krakom trec´eg
nalijepljenog kuta.
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8. Sˇto uocˇavate?
Ucˇenici c´e uocˇiti da spojeni dijelovi trokuta cˇine ispruzˇeni kut, odnosno da kad
zbroje velicˇine tri unutarnja kuta trokuta dobiju 180◦.
Diskusija: Nastavnik pita ucˇenike kakve trokute su imali. Oni uocˇavaju da su imali trokute
razlicˇitih vrsta i dimenzija, te da je u svakom od tih trokuta zbroj unutarnjih kutova bio
jednak 180◦. Ucˇenici nasluc´uju da uocˇena zakonitost vrijedi za svaki trokut (slika 1.3).
Slika 1.3: Zbroj velicˇina unutrasˇnjih kutova trokuta
Aktivnost 2: Crtajmo i mjerimo
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i individualno, provjeriti je li zbroj mjera unutrasˇnjih
kutova slucˇajno odabranoga trokuta jednak 180◦.
Nastavni oblik: individualni rad
Potrebni materijal: trokut ili ravnalo i kutomjer
Detaljan tijek:
Ucˇenici u svoje biljezˇnice crtaju jedan trokut. Mjere velicˇine njegovih unutrasˇnjih kutova
te racˇunaju koliki je njihov zbroj (slika 1.4).
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Slika 1.4: Crtajmo i mjerimo
Da bi se uvjerili da tvrdnja uistinu vrijedi opc´enito, nastavnik pokazuje pripremljene mate-
rijale u alatu dinamicˇke geometrije. Promatrajuc´i pripremljene materijale, ucˇenici navodeni
nastavnikovim pitanjima donose zakljucˇke te dokazuju tvrdnju.
Aktivnost 3: The Geometer’s Sketchpad
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, pomoc´u biljezˇnice u alatu dinamicˇke geometrije Geometer’s
Sketchpad, potvrditi zakljucˇke do kojih su dosˇli u prethodnoj aktivnosti
Nastavni oblik: frontalna nastava
Potrebni materijal: radna biljezˇnica u alatu dinamicˇne geometrije
Detaljan tijek:
U alatu dinamicˇne geometrije nastavnik konstruira trokut 4ABC i oboji mu unutarnje ku-
tove.
Kroz vrh C konstruira pravac p paralelan sa stranicom c trokuta 4ABC (slika 1.5)
Diskusija: Pita ucˇenike uocˇavaju li koje sukladne kutove na slici, te trazˇi da objasne zasˇto
su ti kutovi sukladni. Oni se prisjec´aju presjecˇnice usporednih pravaca, te odgovaraju
na postavljena pitanja. Ucˇenici uocˇavaju da kutovi α, β i γ zajedno cˇine ispruzˇeni kut i
zakljucˇuju da vrijedi α + β + γ = 180◦. (Preuzeto iz [12, str. 87-88])
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U alatu dinamicˇne geometrije, nastavnik mijenja polozˇaj tocˇaka, a ucˇenici primjec´uju da
zbroj velicˇina unutarnjih kutova trokuta uvijek ostaje 180◦.
Slika 1.5: Kutovi u trokutu: Sketchpad
Nakon toga, vrac´amo se motivacijskom zadatku. Ucˇenici c´e opet promotriti sliku koju smo
nacrtali na pocˇetku. Josˇ ne znaju rjesˇavati jednadzˇbe, no zakljucˇit c´e da vrijednost α mogu
dobiti tako da od 180◦ oduzmu 94◦ te tako dobiveni rezultat podijele s 2. Zakljucˇuju da
vrijedi α = 43◦.
Kut sˇto ga rogovi kuc´e zatvaraju s horizontalnom gredom jednak je 43◦.
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti da je zbroj unutrasˇnjih kutova trokuta jednak 180◦
• ucˇiti matematiku pomoc´u alata dinamicˇne geometrije
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• suradnicˇki raditi u skupinama
• mjeriti velicˇine kutova pomoc´u kutomjera
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• zbrajati velicˇine kutova u stupanjskim mjerama
1.2 Opseg kruga
Aktivnost 1: Mjerimo i uocˇavamo
Jedna od tema koje se obraduju u osnovnoj sˇkoli je i opseg kruga. U nastavku teksta
opisana je aktivnost kojom ucˇenici kroz suradnicˇki rad samostalno dolaze do formule za
opseg. (Prema [6])
Prije svega s ucˇenicima bi trebalo ponoviti pojam opsega. Nastavnik im na prezentaciji
mozˇe pokazati slike razlicˇitih mnogokuta takve da je unutar svakog mnogokuta ili pored
njega zapisan broj koji govori koliki je opseg tog mnogokuta (slika 1.6). Nastavnik tada
pita ucˇenike uocˇavaju li na koji nacˇin su mnogokuti sa slika povezani s brojem koji pisˇe
pored njih. Ucˇenici bi mogli pomisliti da se radi o povrsˇinama likova, no pazˇljivijim raz-
matranjem shvatit c´e da to ne mozˇe biti. Tada c´e uocˇiti da ti brojevi govore koliki je opseg
svakog od mnogokuta.
Slika 1.6: Pojam opsega
Potom ih nastavnik pita sˇto je opseg mnogokuta. Oni bi mogli odgovoriti da je opseg mno-
gokuta broj koji nam govori koliki je zbroj duljina svih stranica tog mnogokuta. Mozˇemo li
racˇunati opseg kruga? Ucˇenici nasluc´uju da mogu. Cˇemu je jednak opseg kruga? Ucˇenici
analogijom s opsegom mnogokuta dolaze do zakljucˇka da je opseg kruga zapravo duljina
kruzˇnice koja omeduje taj krug.
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Kako bi ucˇenici uocˇili da uistinu postoji potreba za racˇunanjem opsega kruga, dobro je
aktivnost zapocˇeti s nekim problemom iz stvarnog zˇivota koji ucˇenici ne znaju rijesˇiti.
Motivacija:
Nikola zˇeli poplocˇiti rub bazena kruzˇnog oblika. Duljina jedne plocˇice je 20 cm, a bazen
ima promjer 5 metara. Koliko plocˇica treba Nikoli za poplocˇavanje?
Nastavnik pita ucˇenike sˇto zapravo trebaju izracˇunati u zadatku. Oni uocˇavaju da trebaju
saznati kolika je duljina ruba bazena kako bi otkrili koliko plocˇica treba za poplocˇavanje.
Promotrimo sada problem s matematicˇkog aspekta.
Kakav oblik ima bazen?
Bazen ima oblik kruga.
Ako promatramo bazen kao krug, sˇto je onda duljina ruba tog bazena?
To je zapravo duljina kruzˇnice koja omeduje taj krug.
Cˇemu je jednaka duljina kruzˇnice koja omeduje neki krug?
Duljina kruzˇnice jednaka je opsegu tog kruga.
Dakle, sˇto mi zapravo trebamo napraviti u zadatku?
Trebamo izracˇunati opseg kruga.
Ucˇenici uocˇavaju da ne znaju kako izracˇunati opseg kruga.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u cˇetverocˇlanim skupinama, otkriti formulu za opseg
kruga.
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
Nastavna metoda: metoda eksperimenta, metoda dijaloga, heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: objekti oblika valjka ili stosˇca za svaku skupinu ucˇenika,konac, rav-
nalo, nastavni listic´i s tablicama
Detaljan tijek:
Na pocˇetku sata nastavnik podijeli razred u skupine. Svakoj skupini daje komad konca i
objekte oblika valjka ili stosˇca, npr. cˇasˇe, kutije od kreme, limenke i slicˇno. Nastavnik prvo
kazˇe ucˇenicima da pogledaju dno dobivenoga predmeta i pita ih o kojem se geometrijskom
liku radi. Oni uocˇavaju da se radi o krugu. Tada im nastavnik kazˇe da trebaju izmjeriti
promjer i opseg tog kruga. Na plocˇu crta tablicu i kazˇe ucˇenicima da iste takve tablice
nacrtaju u svoje biljezˇnice te da dobivene rezultate zapisˇu u tablice (tablica 1.1).
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d O O + d O − d Od O : d
Tablica 1.1: Primjer prazne tablice: opseg kruga
Napominje ucˇenicima da promjer i opseg trebaju biti prikazani u istim mjernim jedini-
cama (cm). Pita ih i na koliko decimala ima smisla zapisivati rezultat. Oni primjec´uju da
ravnalom mogu izmjeriti O i d priblizˇno, s preciznosˇc´u od milimetra, te da stoga rezultat
mozˇemo zaokruzˇiti na jednu decimalu. Da bi izmjerili promjer kruga, uz rub stola trebaju
staviti svoj predmet te njemu slijeva i zdesna prisloniti uspravno po jednu deblju knjigu
tako da one budu paralelne jedna na drugu. Nakon toga trebaju izmjeriti udaljenost medu
knjigama. Ta udaljenost jednaka je promjeru kruga (slika 1.7).
Slika 1.7: Promjer
Tada trebaju izmjeriti opseg kruga. Primjec´uju da je opseg zapravo duljina kruzˇnice koja
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omeduje krug te da mogu koncem omotati krug, a zatim ravnalom izmjeriti koliko im je
konca trebalo za to.
Ucˇenici mjere promjer kruga i zapisuju ga u tablicu. Zatim sˇpagom omotavaju krugove, pa
mjere koliko im je konca trebalo da omotaju krug, tj. kolika je duljina kruzˇnice, odnosno
opseg dobivenoga kruga. Dok ucˇenici rade, nastavnik obilazi razred. Kada dobiju i opseg O
i promjer d, ucˇenici racˇunaju vrijednosti izraza O+d, O−d, Od i O : d i zapisuju ih u svoje
biljezˇnice. Na kraju po jedan ucˇenik iz svake grupe dolazi pred plocˇu i zapisuje podatke
koje je dobila njegova grupa i u tablicu na plocˇi. Tada se provodi razredna diskusija.
Nastavnik ih pita uocˇavaju li kakve pravilnosti u tablici na plocˇi, a oni uocˇavaju da je
zadnji stupac u tablici priblizˇno jednak za svaki od krugova. Nastavnik im napominje da
na rezultat utjecˇe preciznost, odnosno nepreciznost u mjerenju. Govori im da je omjer
opsega kruga i njegova promjera konstantan te da on iznosi priblizˇno 3,14. Nastavnik taj
broj oznacˇava slovom pi te im pricˇa kratku pricˇu o tom broju. (Preuzeto iz [4, str. 150])
Da bi dosˇli do zˇeljenog zakljucˇka postavlja im sljedec´a pitanja:
1. Koja je veza izmedu opsega i promjera kruga?
2. Koja je veza izmedu promjera i polumjera kruga?
3. Sˇto zakljucˇujete, koja je onda veza izmedu opsega kruga i njegova polumjera?
Ucˇenici uocˇavaju da je veza opsega kruga i njegova promjera dana formulom O = dpi , a
veza promjera i polumjera s d = 2r te zakljucˇuju da je onda veza izmedu opsega kruga i
njegova polumjera dana sa O = 2rpi.
Primjer ispunjene tablice (tablica 1.2):
d O O + d O − d Od O : d
2 6,3 8,3 4,3 12,6 3,15
4 12,8 16,8 8,8 51,2 3,2
6 19 25 13 114 3,17
8 25 33 17 200 3,125
10 32 42 22 320 3,2
12 40 52 28 480 3,33
14 43,9 57,9 29,9 614,6 3,14
Tablica 1.2: Primjer ispunjene tablice: opseg kruga
Kada su dosˇli do ovih rezultata, ucˇenici mogu s lakoc´om rijesˇiti motivacijski zadatak. Oni
c´e uocˇiti da je duljina ruba bazena jednaka 5pi metara, tj. priblizˇno 15,71 m ili 1571 cm.
POGLAVLJE 1. PLANIMETRIJA 13
Duljina jedne plocˇice jednaka je 20 cm. Dijele ove dvije vrijednosti te dobivaju rezultat
1571 : 20 ≈ 78, 54. Uocˇavaju da nema smisla narucˇiti 78,54 plocˇica, a da im je 78 plocˇica
premalo. Zakljucˇuju da im je potrebno 79 plocˇica kako poplocˇali rub bazena.
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti formulu za opseg kruga
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• razmjenjivati ideje i objasˇnjenja u skupinama
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• uocˇavati pravilnosti u tablici
• mjeriti opseg i promjer kruga pomoc´u nastavnih sredstava
• povezati matematiku sa svakodnevnim zˇivotom
• primijeniti formulu za opseg kruga pri rjesˇavanju problema iz svakodnevnog zˇivota
1.3 Pitagorin poucˇak
Aktivnost 1: Preslagivanje
Kako bi ucˇenici bolje zapamtili odnos medu stranicama pravokutnog trokuta, mozˇe se
napraviti kratki eksperiment. Ucˇenici mogu izrezivanjem i preslagivanjem papira otkriti
povezanost izmedu povrsˇine kvadrata nad hipotenuzom i povrsˇina kvadrata nad katetama
pravokutnog trokuta.
Motivacija:
Koliko duge moraju biti ljestve ako im podnozˇje mora biti udaljeno od zida 0.8 m kako bi
dosegnule visinu od 4 m? (Prema [10])
Ucˇenici c´e nacrtati skicu na plocˇi i u svoje biljezˇnice te c´e uocˇiti da se na slici pojavljuje
pravokutni trokut s katetama duljina 0.8 m i 4 m. Primijetit c´e da zapravo trebaju otkriti
kolika je duljina hipotenuze tog pravokutnog trokuta, ali c´e shvatiti da ne znaju kako rijesˇiti
problem.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u parovima, otkriti Pitagorin poucˇak.
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Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku rada u paru
Nastavna metoda: metoda eksperimenta, metoda dijaloga, heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: geometrijski pribor, sˇkare, prazan list papira i nastavni listic´i s uput-
stvima za rad za svaku skupinu ucˇenika
Detaljan tijek:
Nastavnik podijeli ucˇenike u skupine te svakoj skupini daje prazan list papira i nastavni
listic´ s uputama za rad. Dok ucˇenici rjesˇavaju zadatke, nastavnik obilazi razred i pomazˇe
onima koji imaju problema s razumijevanjem zadatka.
Upute s listic´a:
1. Na prazan papir koji ste dobili nacrtajte pravokutni trokut, a nad svakom njegovom
stranicom nacrtajte kvadrat.
2. Kvadrat nad hipotenuzom obojite crvenom bojom, a preostale jedan plavom, a jedan
zˇutom bojom.
3. Izrezˇite sve kvadrate iz papira.
Mozˇete li plave i zˇute kvadrate izrezati na manje dijelove i slozˇiti ih tako da njima prekrijete
cijeli crveni kvadrat?
Ucˇenici pokusˇavaju crveni kvadrat pokriti dijelovima plave i zˇute boje. Neki c´e mozˇda vrlo
lako prekriti crveni kvadrat dijelovima plave i zˇute i boje dok c´e kod drugih taj postupak
potrajati. Mozˇda c´e im se cˇiniti da nikada nec´e komadic´i biti odgovarajuc´eg oblika da
kvadrat bude u cijelosti prekriven njima vec´ da c´e uvijek jedan mali dio biti neprekriven,
dok c´e mali komadic´ papira strsˇiti sa strane (slika 1.8). Ipak uocˇit c´e da povrsˇina crvenog
kvadrata mora biti jednaka ili priblizˇno jednaka zbroju povrsˇina preostalih kvadrata. Nakon
toga slijedi razredna diskusija. Nastavnik postavlja ucˇenicima sljedec´a pitanja:
1. Jeste li uspjeli crveni kvadrat cijeli prekriti plavim i zˇutim dijelovima?
2. Sˇto to znacˇi, u kakvom su odnosu povrsˇina crvenog kvadrata i preostalih dvaju kva-
drata?
3. Ako duljinu hipotenuze trokuta oznacˇimo s c, cˇemu je jednaka povrsˇina crvenog
kvadrata?
4. Ako duljinu jedne katete trokuta oznacˇimo s a, cˇemu je jednaka povrsˇina kvadrata
nad tom katetom?
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5. Ako duljinu druge katete trokuta oznacˇimo s b, cˇemu je jednaka povrsˇina kvadrata
nad tom katetom?
Ucˇenici uocˇavaju da se crveni kvadrat mozˇe cijeli prekriti s plavim i zˇutim dijelovima.
Analogijom i generalizacijom pomoc´u nepotpune indukcije zakljucˇuju da je povrsˇina crve-
nog kvadrata jednaka zbroju povrsˇina plavog i zˇutog kvadrata, tj. da je povrsˇina kvadrata
nad hipotenuzom jednaka zbroju povrsˇina kvadrata nad katetama. Simbolicˇki zapisuju
c2 = a2 + b2. Da bi se uvjerili da to vrijedi opc´enito nastavnik im pokazuje pripremljene
materijale u alatu dinamicˇne geometrije.
Nakon toga zapisuju zakljucˇak. Nastavnik im kazˇe da taj poucˇak koji su otkrili nazivamo
Pitagorin poucˇak po poznatom matematicˇaru Pitagori.
Pitagorin poucˇak. U pravokutnom trokutu je kvadrat hipotenuze jednak zbroju kvadrata
kateta.
Naglasˇava da ovaj odnos izmedu stranica trokuta vrijedi samo kad je trokut pravokutan.
Slika 1.8: Pitagorin poucˇak
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Aktivnost 2: Provjerimo
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e , pomoc´u biljezˇnice u alatu dinamicˇke geometrije The Geome-
ter’s Sketchpad, potvrditi zakljucˇke do kojih su dosˇli u prethodnoj aktivnosti.
Nastavni oblik: frontalna nastava
Nastavna metoda: metoda demonstracije
Potrebni materijal: radna biljezˇnica u alatu dinamicˇne geometrije
Detaljan tijek:
1. U alatu dinamicˇne geometrije nastavnik konstruira pravokutni trokut 4ABC.
2. U Sketchpadu mjeri duljine stranica trokuta.
3. Racˇuna vrijednosti izraza a2, b2, c2 i a2 + b2.
4. Tabelira podatke, a potom mijenja duljine stranica trokuta. (slika 1.9)
Ucˇenici uocˇavaju da neovisno o duljinama stranica vrijedi c2 = a2 + b2.
Slika 1.9: Pitagorin poucˇak: Sketchpad
Ucˇenici se na kraju aktivnosti vrac´aju na motivacijski zadatak. Primjenom Pitagorinog
poucˇka dolaze do zakljucˇka da hipotenuza pravokutnog trokuta s katetama duljina 4 m i
0.8 m ima priblizˇnu duljinu 4.08 m. Zakljucˇuju da su ljestve duge 4 m i 8 cm.
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
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• otkriti Pitagorin poucˇak
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• povezati matematiku sa svakodnevnim zˇivotom
• primijeniti formulu za Pitagorin poucˇak pri rjesˇavanju problema iz svakodnevnog
zˇivota
• ucˇiti matematiku pomoc´u alata dinamicˇne geometrije
1.4 Povrsˇina paralelograma
U osnovnoj i u srednjoj sˇkoli dosta vremena se posvec´uje cˇetverokutima. U nastavku
je prikazan niz aktivnosti kojima ucˇenici na zanimljive i raznovrsne nacˇine mogu doc´i
do povrsˇina nekih cˇetverokuta. Aktivnosti kojima ucˇenici otkrivaju formule za povrsˇinu
kvadrata i pravokutnika prikladne su za peti razred osnovne sˇkole. Preostale aktivnosti
prikladne su za sˇesti razred osnovne sˇkole, a dokazi za 1. razred srednjih sˇkola (ovisno o
smjeru).
Potreba za racˇunanjem povrsˇine cˇetverokuta se dosta cˇesto javlja u svakodnevnom zˇivotu.
Zbog toga bi se prije aktivnosti mogao postaviti problem iz realnog zˇivota povezan s te-
mom. Dobro bi bilo da je taj primjer povezan s ucˇenicˇkim interesima.
Aktivnost 1: Povrsˇina kvadrata i povrsˇina pravokutnika
Motivacija
Marko poplocˇava hodnik. Hodnik ima oblik pravokutnika dimenzija 1.8 m × 3 m. Plocˇice
su dimenzija 60 cm × 60 cm. Koliko plocˇica treba Marku za poplocˇavanje?
Sˇto u zadatku trebamo napraviti?
Trebamo izracˇunati povrsˇinu hodnika i povrsˇinu plocˇice te izracˇunati koliko plocˇica treba
za poplocˇavanje hodnika.
Kakvog su oblika plocˇice, a kakvog hodnik?
Hodnik ima oblik pravokutnika, a plocˇice oblik kvadrata.
Matematicˇki gledano, sˇto trebamo napraviti?
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Trebamo izracˇunati povrsˇinu pravokutnika i povrsˇinu kvadrata. Nakon toga trebamo odre-
diti koliko je puta povrsˇina pravokutnika vec´a od povrsˇine kvadrata.
Znamo li mi izracˇunati povrsˇinu pravokutnika i povrsˇinu kvadrata?
Ne, ne znamo.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u paru, otkriti formule za povrsˇinu kvadrata i pravokut-
nika.
Nastavni oblik: rad u paru
Nastavna metoda: metoda uocˇavanja pravilnosti
Potrebni materijal: milimetarski papir za svaki par ucˇenika
Detaljan tijek:
Nastavnik rasporedi ucˇenike u parove i svakom paru daje milimetarski papir. Prvo ih pita
kolika je povrsˇina kvadratic´a sa stranicom duljine 1 mm. Oni se prisjec´aju da je nje-
gova povrsˇina jednaka 1 mm2 . Kolika je povrsˇina kvadratic´a sa stranicama duljine 1 cm?
Ucˇenici uocˇavaju da je njegova povrsˇina jednaka 1 cm2.
Kako bismo mogli izracˇunati povrsˇinu nekog geometrijskog lika cˇija stranice nisu jedinicˇne
duljine? Mogli bismo prebrojiti koliko kvadratic´a jedinicˇne povrsˇine stane u taj geometrij-
ski lik. (Prema [5])
Tada nastavnik rasporedi ucˇenike u parove i dijeli svakom paru ucˇenika milimetarski papir
s oznakom A, B, C ili D. Svaki par ucˇenika na milimetarski papir treba nacrtati jedan pra-
vokutnik i jedan kvadrat zadanih dimenzija. Parovi s oznakom A crtaju kvadrat s duljinom
stranice 2 cm i pravokutnik s duljinama stranica 4 cm i 6 cm. Parovi s oznakom B crtaju
kvadrat s duljinom stranice 3 cm i pravokutnik s duljinama stranica 3 cm i 7 cm. Parovi
s oznakom C crtaju kvadrat s duljinom stranice 4 cm i pravokutnik s duljinama stranica
2 cm i 6 cm. Parovi s oznakom D crtaju kvadrat s duljinom stranice 5 cm i pravokutnik
s duljinama stranica 2 cm i 3 cm. Ucˇenici prebrojavaju od koliko se jedinicˇnih kvadrata
sastoje zadani pravokutnici i kvadrati. Na kraju aktivnosti ucˇenici upisuju svoja rjesˇenja u
tablice na plocˇi. Nastavnik ih pita uocˇavaju li kakve pravilnosti u tablicama. Oni uocˇavaju
da je povrsˇina kvadrata sa stranicom duljine 2 cm jednaka 4 cm2 , a sa stranicom duljine
3 cm jednaka 9 cm2. Takoder, uocˇavaju da je povrsˇina kvadrata sa stranicom duljine 4
cm jednaka 16 cm2, dok je povrsˇina kvadrata sa stranicom duljine 5 cm jednaka 25 cm2.
Nastavnik ih tada pita sˇto misle cˇemu je jednaka povrsˇina kvadrata sa stranicom duljine a.
Analogijom i generalizacijom pomoc´u nepotpune indukcije ucˇenici dolaze do zakljucˇka da
je povrsˇina kvadrata sa stranicom duljine a jednaka a · a.
Tada ucˇenici promatraju drugu tablicu. Oni uocˇavaju da je povrsˇina pravokutnika sa stra-
nicama duljina 4 cm i 6 cm jednaka 24 cm2, da je povrsˇina pravokutnika sa stranicama
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duljina 3 cm i 7 cm jednaka 21 cm2, da je povrsˇina pravokutnika sa stranicama duljina 2
cm i 6 cm jednaka 12 cm2 dok je povrsˇina pravokutnika sa stranicama duljina 2 cm i 3 cm
jednaka jednaka 6 cm2 (slika 1.10).
Nakon toga ih nastavnik pita sˇto misle cˇemu je jednaka povrsˇina pravokutnika sa strani-
cama duljina a i b. Oni analogijom i generalizacijom pomoc´u nepotpune indukcije dolaze
do zakljucˇka da je povrsˇina pravokutnika sa stranicama duljina a i b jednaka P = ab.
Slika 1.10: Povrsˇina kvadrata i pravokutnika
Nakon otkrivanja jednakosti, ucˇenici trebaju rijesˇiti motivacijski zadatak. Sada c´e oni lako
izracˇunati da je povrsˇina hodnika jednaka 1.8 m · 3 m = 5.4 m2. Uocˇit c´e da su dimenzije
hodnika dane u metrima, a plocˇica u centimetrima. Zbog toga c´e pretvoriti metre kvadratne
u centimetre kvadratne. Zakljucˇit c´e da je povrsˇina hodnika jednaka 54 000 cm2. Uocˇit c´e
da je povrsˇina svake plocˇice jednaka 60 cm · 60 cm = 3600 cm2.
Racˇunaju 54000 : 3600 = 15.
Za poplocˇavanje hodnika Marku c´e trebati 15 plocˇica.
Nastavnik mozˇe postaviti ucˇenicima pitanje za dodatno razmisˇljanje.
Hoc´e li Marko morati rezati plocˇice ili nec´e?
Ako c´e ucˇenicima biti problem odrediti treba li rezati plocˇice ili ne, nastavnik im mozˇe
nacrtati na plocˇu pravokutnik koji c´e predstavljati hodnik. U taj pravokutnik potom treba
ucrtavati kvadrate koji c´e predstavljati plocˇice. Treba ih pitati gdje bi bilo najbolje staviti
prvu plocˇicu. Oni c´e uocˇiti da prvu plocˇicu treba staviti tako da se njena dva ruba podu-
daraju s rubovima hodnika. Kako c´emo nastaviti postupak slaganja? Slagati c´emo kockice
jednu do druge dok nam bude stalo, a kada ne bude, pocˇet c´emo ih slagati u novi red. Nas-
tavnik c´e u pravokutnik ucrtavati kvadrate, a nakon svakog ucrtanog pitat c´e ucˇenike stane
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li u taj red josˇ jedan kvadrat. Ucˇenici c´e uocˇiti da u svaki red stane tocˇno 3 kvadrata, a u
svaki stupac tocˇno 5. Zakljucˇit c´e da Marko nec´e morati rezati plocˇice kako bi poplocˇio
hodnik.
Aktivnost 2: Povrsˇina paralelograma
Motivacija
Lana i Tena posvadale su se neki dan oko toga koja od njih ima vec´e dvorisˇte. Lana tvrdi da
je njeno dvorisˇte vec´e, a Tena obratno. Oba dvorisˇta imaju oblik paralelograma. Lanino
je dugo 5 m, a sˇiroko 4 m. Tenino je dugo 6 m, a sˇiroko 3 m. Koja je djevojcˇica u pravu?
Sˇto trebamo napraviti u zadatku?
Trebamo odrediti povrsˇinu svakog dvorisˇta. Tada c´emo vidjeti koja je djevojcˇica u pravu.
Kakvog oblika su dvorisˇta?
Dvorisˇta imaju oblik paralelograma.
Prema tome, sˇto zapravo trebamo napraviti?
Trebamo izracˇunati povrsˇine paralelograma.
Znamo li to napraviti?
Ne, ne znamo.
Na plocˇu mozˇemo skicirati slike dvorisˇta te dogovorno naznacˇiti njegovu sˇirinu i duzˇinu.
Tako c´e ucˇenici vidjeti da je u zadatku zapravo zadana duljina stranice paralelograma i
visina na tu duzˇinu.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u paru, otkriti formulu za povrsˇinu paralelograma
Nastavni oblik: rad u paru
Nastavna metoda: metoda uocˇavanja pravilnosti
Potrebni materijal: paralelogrami od papira, sˇkare
Detaljan tijek:
Nastavnik rasporedi ucˇenike u parove te daje svakom paru jedan list A4 papira sa sli-
kama paralelograma na njima. Kazˇe im da c´e danas racˇunati povrsˇinu paralelograma te
ih pita imaju li ideju kako bi mogli izracˇunati povrsˇinu paralelograma. Pita ih kojim ge-
ometrijskim likovima znaju izracˇunati povrsˇinu. Oni znaju izracˇunati povrsˇinu kvadrata i
pravokutnika. Mozˇe li nam to pomoc´i pri racˇunanju povrsˇine paralelograma? Ucˇenici uz
nastavnikovo navodenje dolaze do zakljucˇka da trebaju razrezati paralelogram i preslozˇiti
tako dobivene dijelove tako da dobiju lik kojemu znaju izracˇunati povrsˇinu. Bitno je pitati
ucˇenike hoc´e li se povrsˇina promijeniti ako razrezˇemo paralelogram i preslozˇimo njegove
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dijelove. Oni c´e zakljucˇiti da se povrsˇina ne mijenja jer ne odbacujemo dijelove niti doda-
jemo josˇ neke dijelove. Kako bismo mogli razrezati paralelogram? Ucˇenicima c´e vjero-
jatno htjeti rezati duzˇ dijagonale ili visine. Nastavnik im kazˇe da rezˇu duzˇ visine. Oni ucrta-
vaju visinu paralelograma koja paralelogram dijeli na pravokutni trokut i pravokutni trapez.
Tada mijenjaju polozˇaj trokuta i uocˇavaju da ako ga stave na odgovarajuc´e mjesto dobivaju
pravokutnik. Kako racˇunamo povrsˇinu pravokutnika? Povrsˇinu pravokutnika racˇunamo
kao umnozˇak duljina njegovih stranica. Ako pravokutnik ima stranice duljina a i b, onda
je njegova povrsˇina jednaka P = ab. Koje su duljine stranica dobivenoga pravokutnika?
Dobiveni pravokutnik ima stranice duljina a i va pri cˇemu je va visina paralelograma na
stranicu a. Sˇto zakljucˇujete? Kako bismo mogli racˇunati povrsˇinu paralelograma? Ucˇenici
zakljucˇuju da bi povrsˇinu paralelograma mogli racˇunati po formuli P = ava. Da bi se
uvjerili da to vrijedi opc´enito izrezuju i druge paralelograme i preslaguju njihove dijelove
kako bi vidjeli hoc´e li opet dobiti pravokutnik (slika 1.12). Analogijom i generalizacijom
pomoc´u nepotpune indukcije dolaze do zakljucˇka da uocˇena formula vrijedi opc´enito.
Dokazˇimo da uocˇena tvrdnja uistinu vrijedi.
Neka je ABCD paralelogram tocˇka E nozˇisˇte visine iz vrha A na pravac BC
Prema S-S-K teoremu trokuti AED i BFC su sukladni pa imaju jednaku povrsˇinu.
Stoga je
P(ABCD) = P(AED) + P(EBCD) = P(BFC) + P(EFCD) = av
jer je EFCD pravokutnik sa stranicama duljina a i v (slika 1.11).
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Slika 1.11: Prvi dokaz
Slika 1.12: Prvi nacˇin
Vratimo se na motivacijski zadatak. Sada c´e ucˇenici bez problema odrediti da je povrsˇina
Laninog dvorisˇta jednaka 5 m · 4 m = 20 m2. Vidjet c´e i da je povrsˇina Teninog dvorisˇta
jednaka 6 m · 3 m = 18 m2. Zakljucˇit c´e da je Lanino dvorisˇte vec´e od Teninog, tj. da je
Lana u pravu.
Nastavnik im napominje da isto tako povrsˇinu paralelograma sa stranicama duljina a i b
mozˇemo racˇunati i po formuli P = bvb.
U ovoj aktivnosti ucˇenici ne dokazuju da uistinu vrijedi P = bvb. Ipak c´emo u nastavku
pojasniti zasˇto to vrijedi. Nadopunimo paralelogram do pravokutnika sa stranicama duljina
vb i b + x (kao na slici 1.13). Uocˇimo da se dobiveni pravokutnik sastoji od paralelograma
cˇiju povrsˇinu trazˇimo i dvaju pravokutnih trokuta. Hipotenuza svakog od tih dvaju trokuta
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je a, a jedna kateta je vb. Prema tome, ta dva trokuta su sukladna po S-S-K poucˇku o
slicˇnosti. Povrsˇina svakog od tih trokuta (uz oznake kao na slici 1.13) iznosi P =
1
2
xvb.
Dakle, zbroj povrsˇina tih dvaju trokuta jednak je Ptrokuti = 2 · 12 xvb = xvb.
(Prema [3])
Za povrsˇinu pravokutnika vrijedi Ppravokutnik = (b + x)vb = bvb + xvb.
Uocˇimo da je povrsˇina danog paralelograma jednaka P = Ppravokutnik − Ptrokuti. Odavde
slijedi P = bvb + xvb − xvb. Dakle, P = bvb. (Prema [5])
Slika 1.13: Povrsˇina paralelograma
Aktivnost 3: Povrsˇina romba
Motivacija
Deanu se svidio Lukin zmaj od papira pa je odlucˇio sebi napraviti isti takav. Zmaj ima
oblik romba. Luka mu je rekao da su udaljenosti izmedu dvaju nasuprotnih vrhova romba
30 cm i 52 cm. Koliko papira treba Deanu za zmaja?
Matematicˇki gledano, sˇto trebamo napraviti u zadatku?
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Trebamo izracˇunati povrsˇinu romba.
Koji podaci su nam poznati?
Poznate su nam duljine dijagonala romba.
Imate li ideju za rjesˇavanje zadatka?
Nastavnik im kazˇe da c´e otkriti kako mogu rijesˇiti ovaj problem.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u cˇetverocˇlanim skupinama, otkriti formulu za povrsˇinu
romba
Nastavni oblik: rad u cˇetverocˇlanim skupinama
Nastavna metoda: metoda uocˇavanja pravilnosti
Potrebni materijal: 4 romba od papira za svaku skupinu ucˇenika, sˇkare
Detaljan tijek:
Nastavnik pita ucˇenike bi li znali izracˇunati povrsˇinu romba. Ucˇenici uocˇavaju da je romb
takoder paralelogram te da bismo povrsˇinu romba mogli racˇunati po formuli za povrsˇinu
paralelograma P = av. U prosˇlom primjeru rezali smo paralelogram duzˇ jedne njegove
visine kako bismo otkrili kolika mu je povrsˇina. Sˇto je s rombom? Mozˇemo li i romb
izrezati na manje dijelove tako da njihovim preslagivanjem dobijemo geometrijski lik cˇiju
povrsˇinu smo ranije naucˇili racˇunati? Pokusˇajte izrezati romb na manje dijelove tako da
njihovim preslagivanjem dobijete pravokutnik, ali ne tako da ga razrezˇete duzˇ njegove vi-
sine. Ucˇenici se konzultiraju u skupinama te trazˇe odgovarajuc´i nacˇin da razrezˇu romb.
Za to vrijeme nastavnik obilazi ucˇenike i prati njihov rad te im sugerira rezanje duzˇ di-
jagonala. Na taj nacˇin nastat c´e cˇetiri sukladna pravokutna trokuta cˇijim preslagivanjem
bi mogli slozˇiti pravokutnik. Ovisno o nacˇinu na koji su slagali, dobili bi pravokutnik sa
stranicama duljina
d1
2
i d2 ili d1 i
d2
2
. Neovisno o izgledu pravokutnika, primjenjujuc´i for-
mulu za povrsˇinu pravokutnika, ucˇenici c´e doc´i do zakljucˇka da povrsˇinu romba mozˇemo
racˇunati po formuli P =
d1d2
2
pri cˇemu su d1 i d2 duljine dijagonala romba (slika 1.14).
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Slika 1.14: Povrsˇina romba
Ovisno o razrednom odjelu u kojem se aktivnost odvija, nastavnik mozˇe postaviti josˇ neka
pitanja, npr. ”Kako mozˇemo biti sigurni da je dobiveni geometrijski lik uistinu pravokut-
nik”? Ova aktivnost primjerena je za 6. razred osnovne sˇkole te se u tom slucˇaju ne ocˇekuje
da ucˇenici dokazuju da za povrsˇinu romba uistinu vrijedi dobivena formula. Ipak ucˇenici
se mogu uvjeriti da tvrdnja vrijedi. Nastavnik im postavlja pitanja.
U kakvom su odnosu ova 4 trokuta sˇto ste ih dobili?
Trokuti su sukladni.
Kako znate da su trokuti sukladni?
Vidimo da su trokuti sukladni kada ih preklopimo.
U kakvom su odnosu kutovi u tim trokutima koji se nalaze nasuprot njihovih najduljih
stranica?
Ti kutovi su takoder sukladni.
Kolika je suma tih cˇetiriju kutova?
Njihova je suma 360◦.
Kako znate da je njihova suma 360◦?
Znamo da to vrijedi jer ta cˇetiri kuta cˇine puni kut.
Kolika je onda velicˇina svakog od njih?
Velicˇina svakog od njih je 360◦ : 4 = 90◦.
Je li onda lik koji smo dobili preslagivanjem stvarno pravokutnik?
Da, lik koji smo dobili preslagivanjem je uistinu pravokutnik.
U srednjoj sˇkoli, mogao bi se provesti i formalni dokaz. Prvo bi trebalo pokazati da se
dijagonale paralelograma raspolavljaju.
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Neka je ABCD paralelogram i tocˇka S sjecisˇte njegovih dijagonala (slika 1.15).
Slika 1.15: Romb - srednja sˇkola
Primjec´ujemo da zapravo treba dokazati da vrijedi
|S D| = |S B| i |AS | = |CS |.
Da bismo to dobili dovoljno je pokazati da vrijedi
4ABS  4CDS .
Znamo da je |CD| = |AB| = a. Takoder, mjera kuta ]S AB jednaka je mjeri kuta ]S CD dok
je mjera kuta ]ABS jednaka mjeri kuta ]CDS jer su to kutovi uz transverzalu. Odavde, po
K-S-K poucˇku o sukladnosti slijedi da su trokuti sukladni, pa su im i odgovarajuc´e stranice
sukladne. Dakle,
|S D| = |S B| i |AS | = |CS |
sˇto je i trebalo pokazati.
Kada smo to pokazali, lako se vidi da se romb sastoji od 4 sukladna trokuta s katetama
duljina
d1
2
i
d2
2
i hipotenuzom duljine a.
Zbog toga su kutovi ]AS B , ]BS C, ]CS D i ]DS A jednakih mjera.
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Kako je zbroj njihovih mjera jednak 360◦ (puni kut), mjera svakog od njih jednaka je
360◦ : 4 = 90◦.
Dakle, dijagonale romba su medusobno okomite.
Uocˇimo da i povrsˇinu romba mozˇemo izracˇunati preko povrsˇina cˇetiriju trokuta sˇto ga cˇine.
Povrsˇina trokuta jednaka je
P1 =
1
2
· d1
2
· d2
2
,
odnosno
P1 =
d1 · d2
8
.
Dakle, povrsˇina romba jednaka je
P = 4P1 = 4 · d1 · d28 =
d1 · d2
2
.
(Prema [3])
Vratimo se motivacijskom zadatku. Mozˇemo li ga sada rijesˇiti?
Ucˇenici uocˇavaju da je povrsˇina zmaja jednaka P =
30 · 52
2
= 780 cm2.
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti formule za povrsˇinu kvadrata, pravokutnika, romba i paralelograma
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• razmjenjivati ideje i objasˇnjenja u skupinama
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• povezivati matematicˇke koncepte i pojmove
Poglavlje 2
Stereometrija
2.1 Volumen kvadra i kocke
Ucˇenici u osmom razredu na nastavi matematike ucˇe o kvadru. Jedna od nastavnih jedi-
nica kojom se tada bave je i volumen kvadra. Kako su ranije na nastavi spominjali kocku,
nastavnik zadaje ucˇenicima zadatak da na sljedec´i sat svatko od njih donese 3 kocke od
kartona. Prvo im spominje kako je u srednjovjekovnoj Engleskoj definirana mjerna jedi-
nica za duzˇinu palac kao prosjecˇna sˇirina palca odraslih osoba. Napominje im da vrijedi
1 palac ≈ 25,4 mm. Tada im kazˇe da duljine bridova njihovih kocki trebaju biti 1 palac.
Broj kockica koje c´e ucˇenici donijeti ovisi o velicˇini razreda, nije nuzˇno da to budu tri koc-
kice. Za ovu aktivnost ucˇenicima c´e trebati 57 kockica ako se aktivnost odvija u tri tima,
a 114 ako odvija u 6 timova. Velicˇina timova mozˇe se odrediti u ovisnosti o raspolozˇivom
broju kockica. Izradujuc´i kockice, ucˇenici c´e ponoviti kako izgledaju mrezˇe kocke. Te
kockice posluzˇit c´e ucˇenicima da otkriju formulu za volumen kvadra i volumen kocke. Na
prethodnim satima ucˇenici su se prisjetili sˇto zapravo predstavlja volumen nekog geome-
trijskog tijela. Sjetili su se da je volumen ili zapremina dio prostora koji to tijelo zauzima.
(Preuzeto iz [11, str.83])
Motivacija
Filip je kupio akvarij u obliku kocke s bridom duljine 50 cm. Koliko litara vode mozˇe
primiti taj akvarij (u litrama)?
Ucˇenici c´e uocˇiti da zapravo trebaju izracˇunati volumen kocke, ali ne znaju kako to napra-
viti.
Cilj aktivnosti: ucˇenici c´e, radec´i u skupinama, otkriti formulu za volumen kocke i stosˇca
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
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Nastavna metoda: metoda dijaloga, heuristicˇka metoda, metoda uocˇavanja pravilnosti,
metoda analogije i generalizacije
Potrebni materijal: kartonske kockice, nastavni listic´i sa zadacima i tablicama, PC, pro-
jektor
Detaljan tijek:
Na pocˇetku sata nastavnik podsjec´a ucˇenike kako su duljinu neke duzˇine mjerili jedinicˇnom
duzˇinom, a povrsˇinu nekog geometrijskog lika jedinicˇnom povrsˇinom. Pita ih imaju li ideju
kako bi mogli mjeriti volumen nekog geometrijskog tijela. Ucˇenici analogijom dolaze
do zakljucˇka da bi volumen mogli mjeriti pomoc´u jedinicˇnih kocaka. Nastavnik govori
ucˇenicima da c´e oni kao jedinicˇne kocke koristiti kockice sˇto su ih izradili za domac´u
zadac´u. Tada rasporedi ucˇenike u sˇest skupina (u tri skupine ako nemaju dovoljno kockica).
Svakoj skupini daje nastavne listic´e sa zadacima i potreban broj kockica. Po dvije grupe
imaju iste nastavne listic´e kako bi ucˇenici mogli provjeriti jesu li dobro rijesˇili zadatak.
Nastavni listic´ 1: Od dobivenih kockica izgradi kvadre s bridovima duljina:
1. a= 1 palac , b = 2 palca, c = 2 palca
2. a = 3 palca, b = 3 palca, c = 3 palca
3. a = 1 palac, b = 1 palac, c = 3 palca
Koliko vam je jedinicˇnih kockica bilo potrebno za izgradnju prvog, koliko za izgradnju
drugog, a koliko za izgradnju trec´eg kvadra?
Sˇto nam broj tih kockica zapravo govori o kvadrima?
Kako nazivamo kvadar u drugom zadatku?
Ucˇenici uocˇavaju da im je za izgradnju prvog kvadra trebalo 4 kockice, za izgradnju drugog
27, a trec´eg 3 kockice. Uocˇavaju da im taj broj zapravo govori koliki je volumen svakog
od kvadara. Takoder, uocˇavaju da je kvadar u drugom zadatku zapravo kocka.
Nastavni listic´ 2: Od dobivenih kockica izgradi kvadre sa stranicama duljina:
1. a = 1 palac, b = 1 palac, c = 1 palac
2. a = 3 palca, b = 2 palca, c = 3 palca
3. a = 3 palca, b = 2 palca, c = 1 palac
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Koliko vam je jedinicˇnih kockica bilo potrebno za izgradnju prvog, koliko za izgradnju
drugog, a koliko za izgradnju trec´eg kvadra?
Sˇto nam broj tih kockica zapravo govori o kvadrima?
Kako nazivamo kvadar u prvom zadatku?
Ucˇenici uocˇavaju da im je za izgradnju prvog kvadra trebala 1 kockica, za izgradnju drugog
18, a trec´eg 6 kockica. Uocˇavaju da im taj broj zapravo govori koliki je volumen svakog
od kvadara. Takoder, uocˇavaju da je kvadar u prvom zadatku zapravo kocka.
Nastavni listic´ 3: Od dobivenih kockica izgradi kvadre sa stranicama duljina:
1. a = 1 palac,b = 3 palca, c= 3 palca
2. a = 3 palca,b = 2 palca, c = 2 palca
3. a = 2 palca, b = 2 palca, c = 2 palca
Koliko vam je jedinicˇnih kockica bilo potrebno za izgradnju prvog, koliko za izgradnju
drugog, a koliko za izgradnju trec´eg kvadra?
Sˇto nam broj tih kockica zapravo govori o kvadrima?
Kako nazivamo kvadar u trec´em zadatku?
Ucˇenici uocˇavaju da im je za izgradnju prvog kvadra trebalo 9 kockica, za izgradnju drugog
12, a trec´eg 8 kockica. Uocˇavaju da im taj broj zapravo govori koliki je volumen svakog
od kvadara. Takoder, uocˇavaju da je kvadar u trec´em zadatku zapravo kocka.
Nastavnik ih prvo pita sˇto im je o kvadru govorio broj kockica potrebnih za njegovu izgrad-
nju. Oni odgovaraju da im je taj broj govorio koliki je volumen kvadra. Tada im pokazuje
tablicu oblika kao na tablici 2.1.
a b c broj kockica V
1 1 1
1 1 3
1 2 2
1 3 3
2 2 2
2 2 3
3 2 1
3 2 3
3 3 3
Tablica 2.1: Prazna tablica: Volumen kvadra i kocke
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Ucˇenici govore nastavniku koje vrijednosti treba upisati u odredena polja. Npr. grupa koja
je imala nastavni listic´ 1 govori mu koje vrijednosti treba upisati u drugi, trec´i i deveti
redak. Druga grupa koja je imala taj nastavni listic´ kontrolira jesu li rjesˇenja tocˇna. Svi
ucˇenici popunjavaju svoje tablice na listic´ima.
a b c broj kockica V
1 1 1 1 1
1 1 3 3 3
1 2 2 4 4
1 3 3 9 9
2 2 2 8 8
2 2 3 12 12
3 2 1 6 6
3 2 3 18 18
3 3 3 27 27
Tablica 2.2: Ispunjena tablica: Volumen kvadra i kocke
Nakon ispunjavanja tablica (kao na tablici 2.2) nastavnik pita ucˇenike uocˇavaju li u kavom
je odnosu volumen kvadra s duljinama njegovih stranica. Oni primjec´uju da je volumen
kvadra jednak umnosˇku duljina bridova kvadra a, b i c, tj. da vrijedi V = abc.
Kako nazivamo kvadar kojemu su svi bridovi sukladnih duljina?
Takav kvadar zovemo kocka.
Ocˇitajte iz tablice cˇemu je jednak volumen kocke s bridom duljine 1?
Cˇemu je jednak volumen kocke s bridom duljine 2?
Cˇemu je jednak volumen kocke s bridom duljine 3?
Ucˇenici uocˇavaju da je volumen kocke s bridom duljine 1 jednak 1, kocke s bridom duljine
2 jednak 8, a kocke s bridom duljine 3 jednak 27. Tada ih nastavnik pita sˇto misle cˇemu je
jednak volumen kocke s bridom duljine a. Ucˇenici analogijom i generalizacijom pomoc´u
nepotpune indukcije dolaze do zakljucˇka da je volumen kocke s bridom duljine a jednak
a3, tj. da za volumen kocke vrijedi V = a3 (slika 2.1).
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Slika 2.1: Slaganje kocaka
Na kraju se vrac´amo na motivacijski zadatak. Ucˇenici sada znaju da je volumen kocke s
bridom duljine 50 cm jednak 503 cm3, odnosno 125 000 cm3. Znaju da vrijedi 1 dm3 =
1000 cm3. Zbog toga vide da je volumen akvarija 125 dm3. Kako je 1 dm3 = 1 l, ucˇenici
zakljucˇuju da je volumen akvarija 125 litara.
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti formule za volumen kocke i kvadra
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• razmjenjivati ideje i objasˇnjenja u skupinama
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• povezivati matematicˇke koncepte i pojmove
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2.2 Eulerova formula za prizme
U drugom razredu srednje sˇkole, ucˇenici obogac´uju znanje sˇto su ga stekli o geometrijskim
tijelima u osnovnoj sˇkoli. Jedna od stvari s kojom se nisu sreli ranije, vezane uz geome-
trijska tijela je Eulerova formula. U nastavku je prikazana aktivnost uz koju ucˇenici mogu
otkriti Eulerovu formulu za prizme. (Preuzeto iz [9, str.168-172])
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u cˇetverocˇlanim skupinama, otkriti Eulerovu formulu za
prizme.
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: po jedna prizma za svaki tim ucˇenika, nastavni listic´i s tablicama za
svakog ucˇenika
Detaljan tijek:
Na pocˇetku sata ucˇenike rasporedimo u sˇest skupina. Svakoj skupini dajemo model prizme
i nastavni listic´ s tablicom za svakog ucˇenika. Prva skupina dobiva trostranu prizmu, druga
skupina cˇetverostranu i tako dalje do sˇeste koja dobiva osmerostranu prizmu. Ucˇenici
prebrojavaju bridove, vrhove i strane dobivenih prizmi te podatke za dobiveno tijelo upisuju
u tablicu (tablica 2.3).
Prizma Broj strana S Broj vrhova V Broj bridova B B + V B + S
trostrana 5 6 9 15 14
cˇetverostrana 6 8 12 20 18
peterostrana 7 10 15 25 22
sˇesterostrana 8 12 18 30 26
sedmerostrana 9 14 21 35 30
osmerostrana 10 16 24 40 34
Tablica 2.3: Eulerova formula
Nakon sˇto svaki tim unese u tablicu podatke za prizmu koje je dobio, svaki od timova
cˇita rezultate koje je dobio, a nastavnik ih unosi u tablicu u Excelu koja je projicirana
tako da je svi ucˇenici vide. Ucˇenici u svoje tablice unose i rezultate drugih grupa. Nakon
toga se provodi razredna diskusija. Nastavnik pita ucˇenike uocˇavaju li kakve pravilnosti
u tablici. Ucˇenici bi mogli uocˇiti razlicˇite pravilnosti u tablici. Jedna od njih je i da su
vrijednosti u sˇestom stupcu svakog retka vec´e za 2 od vrijednosti u cˇetvrtom stupcu toga
retka. Nastavnik ih prvo pita kako bi tu pravilnost mogli simbolicˇki zapisati, a oni uocˇavaju
da vrijedi V + S − B = 2. Tada im govori da ova jednakost vrijedi za sve prizme te da se
naziva Eulerova formula za prizme.
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Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti Eulerovu formulu za prizme
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• razmjenjivati ideje i objasˇnjenja u skupinama
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• povezivati matematicˇke koncepte i pojmove
2.3 Volumen prizme, valjka, stosˇca i piramide
U osmom razredu osnovne sˇkole obraduje se nastavna cjelina geometrijska tijela. Prvo
se govori opc´enito o tijelima, o nekim njihovim elementima, svojstvima i mjerivim obi-
ljezˇjima kao sˇto su oplosˇje i volumen. Pojmove oplosˇja i volumena nastavnik uvodi ana-
logijom s opsegom i povrsˇinom geometrijskih likova. Objasˇnjava im da volumen tijela
zapravo predstavlja kolicˇinu prostora koji zauzima neko tijelo, oplosˇje ukupnu povrsˇinu
koja nam je potrebna da bismo prekrili neko tijelo. Sˇto se ticˇe volumena, ucˇenici c´e prvo
otkriti formule za volumen kvadra i kocke, a pomoc´u tih formula polako c´e doc´i i do for-
mula drugih geometrijskih tijela.
(Prema [2])
Aktivnost 1: Volumen prizme
Motivacija:
Ambalazˇa za cˇokoladicu Toblerone ima dimenzije kao na slici. Koliko bi bilo potrebno
cˇokolade da ambalazˇa bude u potpunosti ispunjena njome (slika 2.2)?
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Slika 2.2: Toblerone
Nastavnik vodi ucˇenike postavljajuc´i im pitanja.
Kojeg je oblika ambalazˇa za Toblerone?
Ucˇenici uocˇavaju da ambalazˇa ima oblik pravilne trostrane prizme.
Mozˇete li sada rec´i sˇto mi zapravo u zadatku trebamo napraviti?
Mi trebamo izracˇunati koliko je cˇokolade potrebno da bi se popunila ambalazˇu, odnosno
trebamo izracˇunati volumen pravilne trostrane prizme.
Znamo li racˇunati volumen pravilne trostrane prizme?
Ne znamo.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u cˇetiri skupine, otkriti formulu za volumen prizme
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
Nastavna metoda: metoda uocˇavanja pravilnosti
Potreban materijal: 4 modela kocke, 2 trostrane prizme i 2 sˇesterostrane prizme od papira
takvih da svaka od 4 kocke ima brid razlicˇite duljine, te da za svaku postoji prizma koja
ima bazu jednake povrsˇine kao ta kocka i jednake je visine, rizˇa, nastavni listic´i, trokut i
ravnalo
Detaljan tijek:
Ucˇenike podijelimo u cˇetiri tima. Dva tima dobivaju modele kocke i trostrane prizme, a
druga dva tima model kocke i sˇesterostrane prizme. Svaki tim dobiva i rizˇu i nastavni listic´
s uputstvima za rad.
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Ucˇenici prvo trebaju izracˇunati kolike su povrsˇine baze kocke i dane prizme. Pomoc´u
geometrijskog pribora oni mjere duljine bridova baze te racˇunaju njihove povrsˇine. Tada
trebaju odgovoriti na pitanje sˇto uocˇavaju. Uocˇit c´e da baze danih tijela imaju jednake
povrsˇine. Nakon toga c´e odrediti kolika je visina svakog tijela i opet odgovoriti na pita-
nje sˇto uocˇavaju. Uocˇit c´e da su visine danih tijela sukladne. Tada ucˇenici trebaju kocku
napuniti rizˇom, te njen sadrzˇaj (ukoliko je to moguc´e) presipati u drugo tijelo koje su do-
bili. Ucˇenici c´e uocˇiti da su rizˇom iz kocke u potpunosti napunili prizmu. Uocˇavaju da
su to mogli napraviti svi timovi mada su imali kocke razlicˇitih bridova. Zakljucˇuju da ako
imaju kocku i prizmu sukladnih visina i baza jednakih povrsˇina da se tada i njihovi volu-
meni podudaraju. Kako racˇunamo volumen kocke? Volumen kocke racˇunamo po formuli
V = a3 gdje je a duljina brida kocke. Koja je veza izmedu brida a kocke i odgovarajuc´e
prizme? Visina prizme jednaka je a. Koja je veza izmedu velicˇine a2 i odgovarajuc´e
prizme? Povrsˇinu baze kocke racˇunamo po formuli P = a2 . Kako kocka ima bazu jednake
povrsˇine kao prizma, vrijedi da je povrsˇina baze prizme jednaka a2. Dobili smo da je volu-
men prizme s visinom a i povrsˇinom baze a2 jednak a3. Na kakav zakljucˇak vas to navodi?
To nas navodi na zakljucˇak da volumen prizme racˇunamo po formuli V = Bv.
Za koje prizme smo uocˇili da vrijedi ova formula? Uocˇili smo da formula vrijedi za pra-
vilnu trostranu i pravilnu sˇesetrostranu prizmu. Razmislite josˇ jednom. Jesmo li racˇunali i
volumen nekih drugih prizmi? Da, racˇunali smo volumen kocke i kvadra, a oni pripadaju
u skupinu cˇetverostranih prizmi. Na kakav nas zakljucˇak to navodi? Ucˇenici analogijom i
generalizacijom pomoc´u nepotpune indukcije dolaze do zakljucˇka da bi moglo vrijediti da
uocˇena formula vrijedi za svaku prizmu. Nastavnik potvrduje njihove pretpostavke. Za-
kljucˇuju da se volumen prizme s bazom B i visinom v racˇuna po formuli V = Bv (slika
2.3).
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Slika 2.3: Volumen prizme
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Sada ucˇenici mogu odgovoriti na pitanje s pocˇetka. Uocˇavaju da zapravo trebaju izracˇunati
volumen prizme kojoj je baza jednakostranicˇni trokut sa stranicom duljine 3 cm, a visina
20 cm. Uvrsˇtavajuc´i broj 3 u formulu za povrsˇinu jednakostranicˇnog trokuta P =
a2
√
3
4
,
ucˇenici dobivaju rezultat B =
9
√
3
4
cm2. Primjenom formule V = Bv za volumen prizme
ucˇenici dobivaju rezultat V = 15
√
3 cm3, odnosno V ≈ 25, 98 cm3.
Na analogan nacˇin ucˇenici dolaze do zakljucˇka i da volumen valjka racˇunamo po formuli
V = Bv. Potrebno je izraditi, tj. nabaviti modele valjka i prizme koji imaju visine jednakih
duljina, te baze jednakih povrsˇina. Presipavajuc´i rizˇu, sˇec´er, vodu ili neki drugi materijal,
ucˇenici c´e, uz diskusiju, doc´i do zakljucˇka da je formula za volumen valjka s bazom B i
visinom v V = Bv (slika 2.4). (Prema [2])
Slika 2.4: Volumen valjka
Aktivnost 2: Volumen stosˇca
Motivacija
Slasticˇarne proizvode domac´e kornete u obliku stosˇca razlicˇitih dimenzija. U koji kornet
stane najvisˇe sladoleda uz pretpostavku da sladoled u potpunosti ispunjava kornet i ne
prelazi van ruba? Poznate su visine korneta i opseg gornjeg ruba:
• Slasticˇarna ”Slastica”: v = 12 cm, O = 28 cm
• Slasticˇarna ”Kremsˇnita”: v = 14 cm, O = 20 cm
• Slasticˇarna ”Zlatni san”: v = 13 cm, O = 24 cm
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Ucˇenici uocˇavaju da zapravo trebaju odrediti volumene stosˇca. Na taj nacˇin mogu odrediti
u koji kornet stane najvisˇe sladoleda. Primjec´uju da ne znaju kako to izracˇunati.
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u cˇetiri skupine, otkriti formulu za volumen stosˇca
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potreban materijal: 4 modela valjka i 4 modela stosˇca takvih da za svaki valjak postoji
stozˇac sa sukladnom bazom i visinom, rizˇa, nastavni listic´i
Detaljan tijek:
Ucˇenike podijelimo u cˇetiri tima. Svaki tim dobiva modele valjka i stosˇca te rizˇu i nastavni
listic´ s uputama za rad.
Ucˇenici prvo trebaju usporediti baze dobivenog stosˇca i valjka te njihove visine. Tada
trebaju odgovoriti na pitanje sˇto uocˇavaju. Uocˇit c´e da baze danih tijela imaju jednake
povrsˇine te da su visine danih tijela sukladne. Tada ucˇenici trebaju stozˇac napuniti rizˇom,
te njegov sadrzˇaj presipati u valjak koji su dobili. Taj postupak trebaju ponavljati dok u
potpunosti ne ispune valjak. Ucˇenici c´e uocˇiti da su rizˇom u potpunosti ispunili valjak
kada su sadrzˇaj stosˇca u valjak isipali tri puta. Uocˇavaju da su to mogli napraviti svi timovi
mada su imali modele razlicˇitih dimenzija. Sˇto nam o nekom tijelu govori kolicˇina rizˇe
koja stane u njega? Ta kolicˇina rizˇe nam govori koliki je volumen tijela. Sˇto onda mozˇemo
zakljucˇiti o volumenima tijela s kojima ste radili? Mozˇemo zakljucˇiti da je volumen valjka
tri puta vec´i od volumena stosˇca.
Zakljucˇak: Ako imamo valjak i stozˇac sukladnih visina i baza, onda je volumen valjka
tri puta vec´i od volumena stosˇca. Kako racˇunamo volumen valjka s bazom B i visinom
v? Volumen valjka racˇunamo po formuli V = Bv. Ustanovili smo da je volumen stosˇca
s bazom B i visinom v tri puta manji od volumena valjka s istom bazom i visinom. Kako
onda mozˇemo izracˇunati volumen stosˇca? V =
1
3
Bv gdje je B baza stosˇca, a v njegova
visina.
Sˇto je baza stosˇca?
Baza stosˇca je krug.
Kako racˇunamo povrsˇinu kruga?
Povrsˇinu kruga radijusa r racˇunamo po sljedec´oj formuli P = r2pi.
Kako onda drukcˇije mozˇemo zapisati formulu po kojoj racˇunamo volumen stosˇca?
Mozˇemo pisati V =
1
3
r2piv (slika 2.5).
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Slika 2.5: Volumen stosˇca
Analogno, presipavajuc´i rizˇu, vodu, sˇec´er ili neki drugi materijal iz piramide u prizmu,
ucˇenici mogu otkriti i da volumen piramide racˇunamo po formuli V =
1
3
Bv. Za tu aktivnost
bi nastavnik trebao pripremiti modele prizme i piramide baza jednakih povrsˇina i sukladnih
visina. Nakon sˇto bi to konstatirali, ucˇenici bi presipavali te uocˇili da su svi, bez obzira na
dimenzije svojih modela, tocˇno 3puta isipali sadrzˇaj piramide u prizmu kako bi je napunili.
To ih vodi do zakljucˇka da je volumen piramide 3 pita manji od volumena prizme. Tako c´e
zakljucˇiti da vrijedi gore navedena formula. (Prema [2])
Vratimo se na motivacijski zadatak. Ucˇenici c´e uocˇiti da prvo trebaju odrediti duljinu
polumjera baze svakog stosˇca (korneta). Uvrsˇtavajuc´i dane vrijednosti O u formulu O =
2rpi, ucˇenici dobivaju trazˇene vrijednosti.
• Slasticˇarna ”Slastica”: v = 12 cm, r =
14
pi
cm
• Slasticˇarna ”Kremsˇnita”: v = 14 cm, r =
10
pi
cm
• Slasticˇarna ”Zlatni san”: v = 13 cm, r =
12
pi
cm
Uvrsˇtavanjem vrijednosti v i r u formulu V =
1
3
r2piv za svaku slasticˇarnu, ucˇenici dobivaju
sljedec´e rezultate:
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• Slasticˇarna ”Slastica”: V ≈ 250 cm
3
• Slasticˇarna ”Kremsˇnita”: V ≈ 150 cm
3
• Slasticˇarna ”Zlatni san”: V ≈ 199 cm
3
Ucˇenici usporeduju dobivene rezultate te zakljucˇuju da najvisˇe sladoleda stane u kornet
slasticˇarne ”Slastica”.
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti formule za volumen prizme, valjka, stosˇca, piramide
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• razmjenjivati ideje i objasˇnjenja u skupinama
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• povezivati matematicˇke koncepte i pojmove
2.4 Oplosˇje kugle
Aktivnost 1: Narancˇe
Jedno od tijela o kojemu ucˇenici ucˇe u osmom razredu je i kugla. Ovo tijelo je ucˇenicima
veoma blisko iz svakodnevnog zˇivota. Ipak, imaju problema s pamc´enjem formula veza-
nih uz kuglu. Da bi laksˇe zapamtili formulu za oplosˇje, zgodno je provesti aktivnost s
narancˇama. (Prema [6])
Cilj aktivnosti: Ucˇenici c´e, radec´i u cˇetverocˇlanim skupinama, otkriti formulu za oplosˇje
kugle
Nastavni oblik: diferencirana nastava u obliku timskog rada
Nastavna metoda: metoda uocˇavanja pravilnosti, metoda dijaloga
Potrebni materijal: po jedna narancˇa za svaku skupinu ucˇenika, jedan papir A4 formata za
svaku skupinu ucˇenika, nozˇ za rezanje narancˇe, olovka
Detaljan tijek:
Na pocˇetku sata nastavnik podijeli razred u skupine. Svakoj skupini daje papir, narancˇu i
nozˇ za rezanje te nastavni listic´ na kojemu su zapisane upute za ucˇenike.
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1. Prerezˇite narancˇu duzˇ glavnog presjeka kugle tako da polumjer tog presjeka bude
jednak polumjeru kugle.
2. Na dobivenom papiru napravite nekoliko otisaka narancˇe (barem 5).
3. Ogulite narancˇu.
4. Obrubite dobivene otiske olovkom (slika 2.6).
5. Koru narancˇe iskidajte na manje dijelove te njima po redu, pazec´i na preciznost,
popunjavajte otiske tako da narancˇasta strana kore bude s gornje strane (slika 2.7).
Dok ucˇenici rade u grupama, nastavnik obilazi razred te prati njihov rad i daje im dodatna
uputstva ako je to potrebno. Kada skupine zavrsˇe s radom provodi se razredna diskusija.
Nastavnik ih pita koliko su otisaka uspjeli prekriti korom narancˇe, a oni uocˇavaju da su sve
grupe korom prekrile priblizˇno cˇetiri otiska.
Kolika je povrsˇina jednog otiska?
Svaki otisak je krug radijusa r, te je povrsˇina svakog od njih jednaka r2pi.
Kolika je onda ukupna prekrivena povrsˇina?
Ukupna prekrivena povrsˇina jednaka je priblizˇno 4r2pi.
Na koje geometrijsko tijelo vas podsjec´a narancˇa?
Na kuglu.
Ako bismo narancˇu promatrali kao kuglu, cˇemu bi odgovarala njena kora?
Kora narancˇe odgovarala bi oplosˇju kugle.
Maloprije smo dosˇli do rezultata je je ukupna povrsˇina kore koja prekriva narancˇu priblizˇno
jednaka 4r2pi. Na koji zakljucˇak vas to navodi?
Mogli bismo zakljucˇiti da oplosˇje kugle s radijusom r racˇunamo po formuli O = 4r2pi.
POGLAVLJE 2. STEREOMETRIJA 43
Slika 2.6: Oplosˇje 1
Slika 2.7: Oplosˇje 2
Ishodi ucˇenja:
Ucˇenici c´e:
• otkriti formulu za oplosˇje kugle
• izraziti ideje i rezultate govornim i matematicˇkim jezikom
• razmjenjivati ideje i objasˇnjenja u skupinama
• zakljucˇivati nepotpunom indukcijom i neformalnom dedukcijom s malim brojem ko-
raka
• povezivati matematicˇke koncepte i pojmove
Poglavlje 3
Zakljucˇak
U sˇkolama u Hrvatskoj prevladava tradicionalna nastava matematike. Ona se cˇesto svodi na
frontalnu nastavu, individualizirani rad i rjesˇavanje tipiziranih zadataka s unaprijed zada-
nom tehnikom rjesˇavanja i samo jednim tocˇnim rjesˇenjem. Rezultati istrazˇivanja pokazuju
da nasˇi ucˇenici cˇesto nisu u stanju primijeniti znanje iz matematike pri rjesˇavanju problema
iz svakodnevnog zˇivota. Cˇinjenica da im je primjena znanja veliki problem, navodi nas na
zakljucˇak da nesˇto radimo krivo. Cˇini se da je potreban odmak od ”‘serviranja znanja”’. Da
bi se to postiglo, potrebno je motivirati ucˇenike za rad i pruzˇiti im priliku da sami otkriju
neke matematicˇke zakonitosti.
U ovom radu dan je pregled nekoliko aktivnosti u kojima ucˇenici imaju priliku samos-
talno ili uz navodenje nastavnika doc´i do vrijednih zakljucˇaka. Jedna od aktivnosti koja je
opisana vezana je uz broj mjera unutrasˇnjih kutova trokuta. U toj aktivnosti ucˇenici raz-
rezuju trokute od papira, te slijedec´i upute slazˇu tako dobivene dijelove. Raspravljaju o
tome sˇto su dobili te uocˇavaju da kakve god trokute imali svi dolaze do istog zakljucˇka:
Zbroj mjera unutrasˇnjih kutova trokuta jednak je 180◦. Do istog zakljucˇka ucˇenici mogu
doc´i pomoc´u alata dinamicˇne geometrije. Takoder, mogu crtati trokute, mjeriti velicˇine
njihovih unutrasˇnjih kutova, a potom ih zbrajati. Svi ovi eksperimenti navest c´e ucˇenike
na zakljucˇak da je zbroj mjera unutrasˇnjih kutova trokuta jednak 180◦. Tu tvrdnju mogu
i dokazati. Jedna od metoda koje se mogu primijeniti u nastavi je i uocˇavanje pravilnosti.
Ovu metodu moguc´e je primijeniti u eksperimentima u kojima ucˇenici otkrivaju formula
za povrsˇinu kvadrata i pravokutnika. Ucˇenicima mozˇemo dati milimetarski papir sa sli-
kama pravokutnika i kvadrata . Oni tada mogu prebrojati od koliko se jedinicˇnih kvadrata
sastoji koji lik te na osnovu toga odrediti njegovu povrsˇinu. Kada zapisˇu duljine stranica
likova i njihove povrsˇine u tablicu, ucˇenicima treba dati vremena da promotre tablicu, a
tada ih pitati sˇto uocˇavaju. Oni c´e uocˇiti vezu medu podatcima u tablici te na taj nacˇin
otkriti formule. Prednost aktivnosti je i sˇto ucˇenici imaju priliku da komentiraju svoje za-
kljucˇke te da se matematicˇki izrazˇavaju. Osim toga, slusˇajuc´i njihove zakljucˇke, nastavnik
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mozˇe dobiti uvid u miskoncepcije i eventualne ”rupe” u njihovom znanju. Da bi ucˇenici
zapamtili formule vezane uz geometrijska tijela, ali i uocˇili odnose medu njima, dobro je
u nastavu uvesti fizicˇke modele. Tako ucˇenici mogu otkriti formulu za volumen kvadra ili
kocke sastavljajuc´i ih od jedinicˇnih kockica te prebrojavajuc´i koliko je kockica potrebno da
se sastavi tijelo zadanih dimenzija. Kada otkriju volumen kvadra i kocke, lako mogu doc´i
i do volumena prizmi, valjka, stosˇca i piramide. Npr. da bi ucˇenici otkrili kako racˇunamo
volumen prizme dovoljni su nam modeli prizme, kocke i rizˇa, te pripremljena pitanja za
diskusiju. Na slicˇan nacˇin mogu doc´i i do volumena ostalih navedenih tijela.
Formula za oplosˇje kugle mnogim je ucˇenicima zadala glavobolje. Kako bi je ucˇenici
otkrili i lako zapamtili mogu nam pomoc´i narancˇe. Kako je to moguc´e i kako ucˇenici
mogu otkriti neke druge matematicˇke zakonitosti mozˇete saznati u ovom radu.
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Sazˇetak
Da bi ucˇenici mogli razviti matematicˇke kompetencije, bitno je da budu aktivni sudionici
u svom poucˇavanju. Oni trebaju na nastavi matematike imati priliku da sami otkriju neke
zakonitosti, da komuniciraju svoje ideje i zapazˇanja s drugim ucˇenicima i nastavnikom.
Takoder, trebaju moc´i povezati matematiku s realnim svijetom, trebaju razviti sposob-
nost logicˇkog zakljucˇivanja, rjesˇavanja problema i nisˇta manje bitno, razviti pozitivan stav
prema matematici.
Kako bi se ucˇenicima omoguc´ilo sve to, potreban je odmak od tradicionalne nastave mate-
matike, odnosno potrebna je nastava orijentirana ucˇenicima. Ona se najbolje realizira kroz
raznolike ucˇenicˇke aktivnosti pomoc´u kojih oni samostalno ili uz navodenje nastavnika
otkrivaju matematicˇke zakonitosti.
U ovom radu dan je pregled cˇetrnaest aktivnosti kojima ucˇenici otkrivaju neke matematicˇke
pravilnosti iz podrucˇja geometrije. Mozˇda bi basˇ one mogle pomoc´i da ucˇenici promijene
svoj pogled na matematiku.
Summary
In order to develop mathematical competences it is very important for the pupils to be
active participants in education. They should have an opportunity to reveal validity and
their own ideas and annotations together with the other colleagues and the teacher during
the math lessons. Moreover, they should be capable of connecting math with the real world
and developing their logical conclusion, as well as the solving the problem. They should
also develop positive attitude toward math.
To provide all these ideas, it is necessary to make a distance from the traditional math
lessons. More precisely, the lessons should be directed toward the pupils. The pupil-
oriented teaching is best accomplished by different activities of pupils that can help in
discovering the validity of mathematics on their own or with the help of the teacher.
This paper deals with the fourteen activities which help pupils in discovering some math
regularities from the area of geometry. Maybe these activities could help the pupils to
change their opinion about math.
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